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) ELEMENTOS PRIMITIVOS — ANGULOS

Os elementos primitivos da Geometria €8Ponto, A reta eO Plano.

- O Ponto é o elemento fundamental , todos os outros eates@juntos de pon-

tos . Sua nomeacéo é feita com letras mdasdo nosso alfabeto .
Exemplo :

. A (Lé-se “Ponto A*“)

- A Reta é um infinito conjunto de pontos alinhados . Eldgpeer nomeada com
letras minusculas do nosso alfabeto .
Exemplo :

r (Lé-se “Retar*)

OBS : Como dois pontos determinam uma reta , toda aethém pode ser no —
meada por dois de seus pontos .
Exemplo :

(Lé-se “Reta AB” epresenta-se poAB )

- O Plano é uma superficie infinita constituida de pontoga imagem pode
ser lembrada pelo piso de uma quadra dedujgimr exemplo . Sera sempre re —

presentado por um paralelogramo e nomeadtefas gregasq , 3, ...)
Exemplo :

(Lé-se “Plamm)




- Os subconjuntos da Reta s&o osSegmentos de retee as Semi-retas.

) Um ponto de uma reta a divide em dB8asni-retas .

v

A

P
Tomando mais um ponto em cada uma das semi-resmnos :
A B
U N
P
A
“ B

L .,
Semi-reta PB deB

. —p
Semi-reta PA oUWPA

29 Dois pontos de uma reta determinam , nessa, ueeBegmento de reta
gue é o pedaco entre 0s dois pongsses proprios pontos .

Na figura acima temos determinados 0s seguietpraEntos da reta:

- Segmento AB 0éB
- Segmento AC OE

-Segmento BC ouBC



3°) Todareta de um plano o divide em d&iemi-planos.

Jr
/ ) / ) /
Na figura acima a retadividiu o planoa em dois Semi-planosa ; e
a, .

4) Duas retasconcorrentes(que sé tém um ponto comum) dividem o plano
gue as contém em quatro fatiasnettlas d&ANGULOS .

N e
‘/E N\@\
SendoO o ponto onde se interceptam as ref®S e BD , temos deter-
minados o0s seguintes angulos :

angulo deértice Oelados OA e OB (semi-retasou AOB ;
angulo deértice Oelados OB e OC (semi-retas)ou BOC ;
angulo deértice Oelados OC e OD (semi-retas)ou COD ;
angulo deértice Oelados OD e OA (semi-retas)ou DOA .



%) A medicdo de um angulo se baseia na inclindedam lado em relacéo
ao outro . A unidade padrédo &RAU ( Uma das 360 fatias iguais em
gue um disco pode ser dividido dipdo seu centro ) . Os submultiplos
do Grau sGoMINUTO e o SEGUNDO.

1° = 60’ , ou seja.1 GRAU equivale a 60 rinutos

1'= 60" ,ou seja.l minuto equivale a 60 seqgund

EXEMPLOS.
1) Veja como muitas medidas deufogypodem ser reduzidas :

a) °25' 72" = 225 (60" + 12")= 226’ 12"
t |

n
b) P2’ 85" = 18 (60’ + 32") (60” + 25”) = 16 33’ 25"

1° 1
c) 10.250" =7
Dividindo-se por 6@remos minutos e segundos :

10.250 60 = 170’ e resto 50”
Dividindo-se 170’ poO 6teremos graus e minutos :

17060 = 2 e resto 50’
Entdo 10.250”"%5D°'50 " .

2) Veja como efetuar operag@@m medidas de angulos :
a) 135°30" + 2736'40" = ?
- Somando grau amau : 18+ 27 =40
- Somando minutoncminuto : 45+ 36’ = 81’
- Somando segunolm segundo : 30" + 40" = 70"
Entdo , a soma gadé 4081’ 70", que reduzida da

422’ 10".

b) 822'25” - 1630'12" =7
Como a ordems dhinutos no minuendo € menor do que no
subtraendo , \ate-se 1 grau do minuendo em minutos . En-
tdo , a operap&mposta pode ser escrita assim :
3¥2' 25" - 10°30'12" = 2242’ 13" .



) 3.(%22'24") = (3.39)(3.22)(3.24") = 9666 '72"
que reduzido @&° 7' 24" .

d) 841'5" : 5 =7
Como as ordefesgrau e de minuto ndo sao divisiveis por
5, bastarddaz ao multiplo de 5 imediatamente abaixo :
641'5" = 60 101'5” = 60 100’ 65 “ . Entdo, a opera-
cao propostaiegle a 60100°65“ : 5 = 1220'13 “.

OBS: Uma unidade muito usual para a medicdo de ang@ubdsADIANO .
Sabe-se que o comprimento de todardecéncia equivale a2 vezes o
seu raio . O namero de raios é exatanentenero deadianos. Entdo , co-
mo uma circunferéncia compreende um landgi 360 ,

2Ztrad = 360, ou seja ,mrad = 180

Exemplos
1) Quantos radianos equivalem a°150

Basta armar uma Regra de Tréglssn

m rad ---------- 180
X et 150°
Entdo : x 2o _ 5n rad
18C 6

2) Quantos graus eqUivaIem%farad ?

Basta substituit por 180. Entéo%” rad = # = 135

3) A quantos radianos equivalem® 2D ?
Na Regra de Trés , colocar t@tasnidades em minutos :

mt rad ------- 180 . 60’
X - (10 .66 20)
Entdo x = 620n = 3 rad

(180.(60)  54C



Exercicios de Fixacao

1) Um estudante representou , numa folha de paoe$ Angulos de medidas e
n,taisque m=3015 e n :2—5” rad . Ao fotocopiar ampliando os desenhos,
as figuras representadas triplicaram de tamamias fotocéopias , com que medi-
das ficaram os angulos ?

2) O grado € uma medida correspondente a uma das 400 ifpi@is em que se
divide um disco a partir do seu centro .uanfos grados equivalem
a) 487

b)%ﬂ rad ?
3) Reduza cada medida a seguir :
a) 1278 10" b) 82100’ 92" c) 222’ 210"
d) 194.000 “ e) 62’365"“ f)y 17722
g) 1480 h) 245" ) 14.400"
4) Escreva cada medida a seguir , usando os subrogltdplgrau :
a) 255 b)29,2 c¢)12,2%5 d)2,458 e) 5,75 f) 74,15’
5) Efetue cada operacéo indicada a seguir :
a) 2842'33" + 1427 15" b) 1332'50” + 2728’ 10"
c) 4217 45" - 22 12" 30" d) 6712’ 46" - 50 15’ 20"
e) 1829 33" - 10 15’ 56" f) 92'18" - 27 25"
g) 7.(212'20") h) 536’24” : 6
i) 5230°30" : 7 jg . (108 55’ 21")
6) Num relogio , quantos graus percorre o maiotgiom até que se passem
a) 20 min ? b) 32 min ? c)1h15min ? d) 14,5 min ?

7) Qual é o menor angulo formado pelos ponteiros dealidgio que marca
a) 3h 15min ? b)15h 35min » 9 40 min ? d) 21 h 12 min ?
8) Converta para radianos :
a)7% b) 150 c) 220 d) 24 e) 4530 f) 350° gli12”
h) 25,4 i) 12,45 j) 90,758
9) Converta para graus (use minutos e/ou segun@ogsresiso) :

a)rad b)Zrad clrad d)lrad e)1,26rad f) 0,45 rad
12 18 72 8
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Respostas
1) as mesmas?2)a) 50 b) 900 3)a) 1318’10 b) 8341'32" ¢) 2215'30”

d) 206'40” €) 8’5" f)29°2 ) 2440° h) £47°25" )& 4) a) 2530
b) 2912° ) 1215 d) 227 e)545" f)74'9" 5) a)439 48
b)4P1 ¢)2P915 d)165726" e)8§1337" f)654'53" ) 1526'20"



h) #36'4” i) 7°21'30" )60 30'45" 6) a)120 b) 198 ) 450 d) 87°
7) a) 730' b) 10230' ¢)50 d) 156 8) a) >~ rad b)%ﬂ rad c)% rad

12
27 91n n 7l 127n .. 83n
A% rad e P rad H rad g-" rad h)2” rad )2 rad
)15 a € 36C a f)21€ a g 9.00C a )90C a I) 1.20C a
j)% rad 9) a)15 b)50 c)230° d) 6730 e)228 f)8r
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1) RELACOES ENTRE OS ANGULOS

I1.1) ANGULOS CONSECUTIVOS:
Dois angulos s&o consecutivos se possuem um |adonco

v

Os angulosAOB e BOC , acima , s&aConsecutivos.
Os anguloaOB e AOC , acima , também samnsecutivos

EXEMPLQO A soma de dois angulos consecutivos© ¢1um deles tenf2
a mais do que o dobro do outro . @alco maior dos angulos .

Se convencionarmos que a med-
X da do menor é x, entdo 0 maiot
> deles mede 2x +°2 Entéo

X+(2x+2)=47 = 3x=45¢e
2x+2 x=15".

Como o maior mede 2x ¥ 2sua
medida serd 2.25% 2* =32°




Il.2) ANGULOS SUPLEMENTARES :
Dois angulos sa®Guplementares quando sua soma ¢é igual a%80

A

8k

<« |
<

C O B

Os anguloAOB e AOC , acima , sddSuplementares. Se um deles me-
dex , entdo o outro medird8C — x . Dizemos entédo que um deles é o su-
plemento do outro .

EXEMPLQ A diferenca entre um angulo e a metade dssplemento é
18. Calcule o angulo .

Convencionemos que : Se x é@dida do angulo , entdo seu suplemento
mede 186 x e, de acordo com o enunciado do problemr@mos

180 - X _ 1o — 9y - 180 + x = 36 — 3x =216 e

X = 72.Logo , o angulo pedido med&” .

Il.3) ANGULOS ADJACENTES:
Dois angulos sdAdjacentes se sadonsecutivose nao possuem pon-
to interno comum .
EXEMPLQ E o caso dos angulos AOB e BOC da figurierall .1
e o caso dos angulos AOB e AOCigiaa no itemll . 2 .

Il.4) ANGULOS COMPLEMENTARES :
Dois angulos sdGomplementares se a soma de suas medidas .90

A

AL Nauig ,AOB e BOC sdo
Complementares. Se um deles
B mede x , 0 outro medird0° — x .
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C
EXEMPLO : A diferenca entre dois angulos complementards .
Calcule-os .

1 Processo : Se convencionarmos que um dele® me entdo o outro
medird°90x e , pelo enunciado do problema , teremos
Xx— (B0x) =18 = 2x=108 e x=54 . Logo, um
deles mesi€ e o outro med&6°.

2Processo : Se convencionarmos que o maior megle menor mede v,

X +y =90

teremos stesr'ma{ que resolvido por qualquer

X-y=18
processo dagAx =54 ey = 36 .

Il.5) ANGULOS OPOSTOS PELO VERTICE:

Dois angulos sa®posto Pelo Vértice(OPV) quando os lados de um
deles s&o semi-retas opostas aos [&al outro .

A

Na figura acima , os angula®B e COD s&o OPV assim como os an-
gulosBOC e AOD também o séo .

DOIS ANGULOS OPOSTOS PELO VERTICE SEMPRE TEM
A MESMA MEDIDA
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EXEMPLQO As medidas de dois angulos opostos pelo vésfioedadas
por 3a+11 e 3b £ 5Se a+ b =28 calcule osvaloresde a e b.

Como dois angulos OPV séo iguagsnas: 3a + £1=3b + 8§ =
3a - 3b =%0ou ainda a - b =% como a+b=28temos o

: -b=-2° : ) )
sistemal® b que resolvido por qualguer método nos da =1
at+b =28
e b= 15

BS : A bissetriz de um angulo é a semi-reta que teorigem no vértice do
angulo e o divide ao meio .

n R —>
Na figura acima, se n&dC) = medCOB) , entaoOC € a
Bissetriz de AOB .

Il.6) ANGULOS FORMADOS POR DUAS RETAS CONGORRENTES
E UMA TRANSVERSAL :

Observe afigura abaixo , onde estdo representihs retas concorren-
tes e s e uma transversal (reta que concorre com®tra
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Assim séo classificados , aos pares , 0s angagemalados na figura :
~ Angulos correspondentes. aee ,bef ,ceg e deh .

~ Angulos_alternos internosc ef e dee.

~ Angulos alternos externosaeh e beg.

— Angulos colaterais internos c ee e d ef .

~ Angulos colaterais externos a eg e b eh.

Se as retas e s forem paralelas (n&o tiverem ponto comum) , entdo 0s angu-
los correspondentes terdo a mesma medida, consequentemente :

- Os angulos alternos internos terdo a mesma medig
- Os angulos alternos externos terdo a mesma medid
- Os angulos colaterais internos serao suplemenés;
- Os angulos colaterais externos serao suplemengar

Observe a figura a seguir :

r/l

tn

- Correspondentes : a=eb=f,c=9g ed=nh;
- Alternosinternos : ¢ =fe d=¢;
- Alternosexternos : a=he b =g;

Colaterais internos: ¢ + e =180e d + f = 186;
Colaterais externos: a + g =180e b + h = 180.

Além desses , podemos destacar ainda osg@adsulosOPV na figura :
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Exercicios _de Fixacdo

1) Dois angulos consecutivasOB e BOC s&o tais que a medida do primeiro
excede a medida do segundo el . & a medida d&OC é 50, calcule a
medida dAOB .

2) A diferenca entre dois angulos adjacentes ®. 2@lcule o complemento do
menor dos angulos .

3) A diferenca entre o dobro do complemento de umlarga metade do seu su-
plemento é 30 Qual é a medida do angulo ?

4) Dois angulos complementares séo tais que sua @ 4. Calcule-os .

5) A medida de um angulo agudo (mede menos do dl)eéda . Quanto mede a
diferenca entre o suplemento e o complemea#™

6) Qual é a medida de um angulo cu%sdo complemento somados a::’?sdo Su-
plemento perfazem 191
—> ~ —> .
7) Na figura OC é a bissetriz dAOB e OE ¢é a bissetriz d80OD . Se o

primeiro angulo é o triplo do segundo e (G€E) = 40, calcule a medida dos
dois angulos .

8) Mostre que se dois angulos sao adjacentes e complares , entdao suas bis —
setrizes formam um angulo dé 45

9) Mostre que se dois angulos sédo adjacentes enseitiares, entdo suas bisse-

trizes formam um angulo reto (90

10) As medidas de dois angulos opostos pelo vérticeladas por 2x — $4e x +
+ 20 . Calcule o valor de x .

11) Dois angulos opostos pelo vértice tém suas medioi@ssas por 4a-2 5b —
-3 .Se a+b=20, calcule a medida desses angulos .

12) (UFMG) —As bissetrizes de dois angulos consecutivos fornsam angulo de
46 . Se um dos angulos medé€ 32alcule a medida do outro angulo .

13) (UFMG) —Duas retas que se cortam formam quatro angulesinsdeles mede
80, calcule as medidas dos outros trés .
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14) (UFMG) — Na figura , OC € a bissetriz do angulo AOB , BOBF® e AOD =
= 22 . Calcule a medida do angulo DOC .

D
A
—> —>
15) (UFMG) — Na figura , OM ¢é a bissetriz do angulo AOB , @M\ bissetriz do
angulo BOC e OP & a bissetriz do an@@WD . Quanto vale a soma dos an —

gulos POD e MON ?

C

5 N4 A
O
16) Na figura , BEDO ED , AEO EC e AED = 144. Quanto mede o angulo BEC ?

B
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— —> —> —>
17) Quatro semi-retas OA ,0OB ,0C e OD forméangulos consecutivos

A A A , . — —>
AOB , BOC e COD, conforme figura gse . Sabe-se que OA e OD
s&o opostas e que BOC = °12ntdo , qual é a medida do angulo formado

. . —> —> . " ~ _
pelas bissetrizes OX e OY dos ang@e3D e AOB, respectivamente ?

18) Provar que dois angulos opostos pelo vértice s@graentes (t€m a mesma
medida) .

19) Duas retas paralelas e s determinam angulos correspondentes de mesma
medida . Provar que
a) os angulos alternos internos saorceamges ;
b) os angulos alternos externos sao cemnges ;
c) os angulos colaterais internos sateswugntares ;
d) os angulos colaterais externos salesgntares .

20) Em cada caso a seguir, calcule as medidas déodrdpsconhecidas :

a) r/ls/lm b) r//s//m

/t t

r
a

N
%A\/
S a S
// bk\
b
m

m / v 7%
c) rlls d r/ls t

120 r s u

/7/ / t / r

b A
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b = 6x
21) (PUC - MG) - Na figura , r e s sao paralelas . Calcule as nasdie angulos
a,b,ced.

120

VN
S
22) Na figura,r//s.Provarque x +y+z =360

X
y

) 7z S

23) Nafigura,r//s.Provarque a+b=x+y .

/ X
\

=

/

r S
24) Na figura, r// s . Calcule a medida correspotelem X .

L/

£20

r

X
P60
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25) Nafigura, r//s. Calcule x.

r

140
X
S
26) Nafigura,r//s. Calculey.
y
48
51
96
S
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Respostas: 1)41° 2)10° 3)40° 4)43’e 47 5)90° 6) 45 7)60 e 20
10)34° 11)42° 12)60° 13)80°, 100 e 100 14)14° 15)% rad 16)36° 17)15¢°

20) a)a=60e b=120 b)a=b=105c)a=20eb=40 d)a=72, b=108e
c=7221)a=70,b=30,c=80ed=70 24)80° 25)70° 26)9%
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Exercicios Complementares

1) Trés pontos sao colineares quando pertencem a @sm@areta . Os pontos A ,
B, C e D séo colineares e estdo dispaosa ordem ABCD . Se M é o ponto
médio (ponto que divide o segmento ao ndmsegmento AB e N € o ponto
médio do segmento CD , calcule MN em ford@d AC e BD .

2) Sejam um segmento AB , seu ponto médio M e um pentmterno ao segmen-
to AM. Determine PM em funcéo de PA e PB.

3) Seja um segmento AB , seu ponto médio M e um pertto prolongamento de
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AB . Calcule PM em funcdo de PA e PB.

4) (PUC-MG)—-Se A,B e C sao pontos de uma reta (e C) , sen-
do AC=24 e BA=5.(BC). Calcule a medida BC

5) (UFMG) —Para calcular o comprimento do segmento AB , usadias unida-

des de medida . Representadas pag v , essas unidades corresponder% a

e% de AB, respectivamente . Considere um pontobifesAB . Se a medida

de AF com a unidade é 2 , calcule a medida de AF com a unidade

6) Calcule as medidas de dois angulos complementaet®endo que a sua dife —
renca é 238 .

7) (PUC — MG)- Converter 0,13 graus em minutos e segundos .

8) A quantos graus equivale 1 radiano ?
9) (UFMG) — Qual é a medida , em radianos , de um angulG ae’' 7

10) (PUC-MG) — Qual é a medida do menor angulo formado pelatepros

de um relégio que marca 12 h 15 min ?

11) Em torno de um ponto O e cobrindo todo o plarém,teacadas cinco semi —
retas de origem em O , que determinagocangulos cujas medidas sao pro-
porcionaisa2,3,4,5 e 6. Cacals medidas desses angulos .

12) Um angulo mede 1380’ e foi dividido em quatro partes . A primeirdeva
dobro da segunda , a segunda me%ectrsterceira e esta excede a Quarta

em 18. Achar cada uma das partes .
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AC + BD 2) PMIPB_PA 3) PM:PA+PB 4) 4

Respostas 1) MN=
5) 2,4 6) 37°21'e 5239 7)7'48" 8) aprox. 57 9)% 10) 82° 30’
11) 36°,54,72,90 e 108 12)20°25’, 25 36'40", 38 25" e 5213'20".
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